Классификация пространств бэровских функций, пространств непрерывных конечнозначных функций и свободных периодических топологических групп: автореферат диссертации на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук: специальность 01.01.01 - вещественный, комплексный и функциональный анализ by Гензе Л. В. (Леонид Владимирович)


о-785919 
ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Проблем<i классификации мат1~мати•1еских объек­
тов яв,1ястся одной из 11снтральных в математике . Так как м1101 ·ие объекты , 
во:шикающие в математике, облад<iют несколькими естественными структу­
рами , то и классифиющия соответствующих объектт~ может бып. рюлич­
ной. Так, например, множество Сµ(Х) всех непрерывных вещсстнсннозна•1-
11ых функций , определенных на тихонов1жом пространстве Х , снабженное 
топологией поточечной сходимости , является одновременно топологическим 
кол1.цом, тоrюлоrической группой, тонологическим векторным пространством , 
равномерным 11роt.-тра11ством и просто тонологическим пространством . 
В 1951 г. А . А . Милютин в своей диссертации доказал , что если Х и У 
несчетные метризусмые комnакты , то банаховы щ.юстранстшt С(Х) и С(У) 
линейно rомеоморфны , решив тем самым известную проблему Банаха (этот 
результат стал широко известс1t лишь в 1966 r. с выходом t.-татьи \8\) . 13 1960 r. 
Ч. Бессага и А . Пелчинский в работе f12j дали полную КЛ<iСсификацию ба­
наховых пространств С(Х) для счетных (мстризуемых) компактоn Х <Уrно­
ситсльно линейных гомеоморфизмов . Таким образом, теоремы Милютина и 
Бессаrи-Пелчинскоrо дают полную линейную rомеоморфную класификацию 
банаховых пространств С(Х) для мстризуемых ком пактов Х . В 1960 г. З. Се­
мадени [13\ доказал, ч.то при различных натуральных п и т банаховы про­
странства C[l,w1 · п] и C[l,w1 · m] нс являютс:я линейно rомсоморфными , 
щюдоJ1жив тем самым классификацию Бсссаги-Пелчинскоrо на вес отрезки 
ординалов [1, а\ при а < w1 · w. В 1975 г. С . П. Гулька и А . В. Ос1.кин (\51) и 
С. В . Кисляков ([6]) независимо друг <Yr друга дали полную линейную rомео­
морфную классификацию банаховых пространств C[l, а] для произвольных 
ординалов а. 
Ситуация с пространствами вида Ср(Х) более сложная. Так, из теоремы 
о замкнутом графике следует, что если Х и У -~ компакты и пространства 
Ср(Х) и Ср(У) линейно гомеоморфны, то и банаховы 11ространст11а С(Х) и 
С(У) линейно гомеоморфны. Обратное верно не всегда: например, известно, 
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•1то размерность тихоновских пространств сохраняете.я nри линейных (19]) 
и даже ранномерных ([З]) гомеоморфизмах пространств функций, снабжен­
ных топологией поточечной сходимости. В чаетности , про<.."Гранства непре­
рывных функций на канторовом множестве, на отрезке [О, 1] и на квадрате 
[О, 1]2 попарно нс линейно гомсоморфны. Значит, аналога теоремы Милю­
тина для пространств вида Ср(Х) не существует. В тоже время, линейная 
гомеоморфная классификация пространств Cp[l, а] для произвольных орди­
налов а, как показал С . П. Гулька в [4], полностью совпадает с данной ранее 
((5], [61) классификацией банаховых пространств C(I, а] . В этой же статье 
параллельно была дана классифика~~ия {относительно топологических изо­
морфизмов) свободных топологических гру1ш F[l,a] и свободных абелевых 
топологических групп A[l,a] отрезков ординалов, причем эта классифика­
ция, выраженная в терминах некоторых неравенств наа, фактически совпа­
ла с классификацией соответствующих пространств непрерывных функций 
В настоящей диссертации нас будет интересовать линейная гомеоморф­
ная классификация пространств Cp([l, а], У) всех непрерывных отображений 
/: [1,а]---> У и пространств Bp([l,a], У) бэровских функций/: [1,а]---> У, 
определенных на отрезках ординалов со значениями в У . При этом данные 
пространства снабжаются топологией поточечной сходимости, а в качестве 
У рассматриваются либо конечные дискретные пространства {дJJЯ непрерыв­
ных функций) либо вещественная прямая и двухточечное ДИ(:кретное пр<r 
странство (для бзровских функций). В том случае, когда У ямяется конеч­
ным пространством мощности n, сложение функций происходит 4'ПО модулю 
n• и У отождествляется с циклической группой Zn порядка n. 
Уточним понятие пространства Cp([l,a:],Zn)· Если n --·простое число, 
то Z,. является полем и Cp([l, а], Z..) - линейное пространство (над полем 
Zn)· Если же n -- число составное, то Z,. полем не является (оставаясь при 
этом абелсвой группой) и следовательно, множество Cp([l, а], Zn) есть абе­
лева группа. Но везде в этой работе будет использоваться 'lлинейная• тер-
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миноло1 ·ия JJ.ля nроизвольнО1 ·0 n : будем у1ютрсблять термин «линейное про­
странство » для множеств Cp([l,a],Z") и термин «ли11сйное отображение» 
для отображений таких множеств. Ни к каким протиnорс•шям и нскорµект-
ностям тнкая тсрминоло1·ия не 11риведет. 
Цель работы: 
• дать линейную гомеоморфную классификацию пространств всех бэров­
ских фуню\ий , определенных на отрезках ординалов [1 , о] с тонологией 
fЮТОЧСЧllОЙ СХОДИМОСТИ . 
• дать линейную гомеоморфную классификацию пространств всех нс11рс­
рыв11ых п-:шачных функций , онрсдсленных па отрезках ордина.1юв [1. а] 
с топологией пото•1ечной сходимости. 
• дать то1юJюгичсскую изоморфную классификацию свободных п-пери­
одичсских топологических 1·ру1ш Pi"J(X) и свободных абслевых 
п-псриодичсских топологических 1·руш1 лlnJ(X). 
Научная новизна и практическая ценность. Оснонныс результаты 
настоящей диссертационной работы являются новыми. К основным резуль­
татам работы можно отнести следующие. 
• Даны НL'Обходимые и достаточные условия того, что произвольная функ­
ция f : [1,а]--> У, ~де У""' IR или У= Z2, является бзровской (теорема 
1.2). 
• УL-гановлено, что пространства бзровских функций на отрС'зках ордина­
лов вида (1, а · /J] разлагаются в I;-11роизведс11ие более простых сом1ю­
житслсй (лемма 2.2). 
• Даны необходимые и достаточные условия линейной гомсоморфности 
пространств Bp[l, а) (теоремы 2.8, 3.4, 3.9, 3.12 и 3.13). 
• Даны необходимые и достаточные условия линейной гомеоморфности 
пространств Cp([l , a] , Z") (теор~ма 6.1). 
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• Параллельно с классификацией пространств С"([1, а:], Zп) дана класси­
фикация сопряженных пространств L"([1 , а:] , Zn) (теорема 6.1). 
• Введены понятия свободной n-периодической топологической груп11ы и 
свободной а.белевой п-периодической топологической группы тихонов­
ско1'0 пространства . Доказано суще<.."Гвованне таких 1·ру11п (теоремы 4.3 
и 4.7). Параллельно с классификацией пространств C"([1,a],Z,.) дана 
их классификация относительно топологических изоморфизмов (теоре-
ма 6.1). 
Результаты работы имеют теор<,"l'ическос значение и могут быть использо­
ваны в исследованиях по теории топологических пространств функ~\ий , тео-
рии топологических групп . 
Апробация результатов. Основные результаты нш."Гоящей диссерта­
ции докладывались на Международной конференции по математике и ме­
ханике (Томск, 2003 г. ) , международной конференции «Студент и научно-­
технический прогресс• (Новосибирск, 2005 г. ), Международной топологиче­
ской конференции «Александровские чтения• (Москва, 2006 г.), Всероссий­
ской конференции по математике и механике (Томск , 2008 г. ) , Всероссий­
ской молодежной школе-конференции «Современные проблемы математики• 
(Екатеринбург, 2010 г. ) и были опубликованы в работах (14J - [25). Кроме то­
го, они неоднократно докладывались на семинарах кафедры теории функций 
Томского государственного университета. 
Структура и объём работы. Диссертационная работа состоит из вве­
дения, двух глав, списка литературы и списка обозначений . Глава I содержит 
три параграфа, глава II - четыре параграфа. Работа изложена на 75 стра-
11ицах. 
СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 
Во введении обосновывается актуальность выбранного направления на-
учного исследования и излагаются основные результаты, полученные в дис-
сертации. 
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В 1·ла1:1с I прюю;\ится линейна>~ rомеоморфнiiя классификация простра11стн 
Bp([l,a], У) вс.ех б:,роnских фу11к1\и!! f: (1 , а]---+ У, определенных на отрез­
ках ор;1ина.;юн. В ка•1сствс пространегна У рассматринастся либо nrщсствс11-
на.>1 ЩJЯМа>t IR, либо поле Z2. Дщшые пространства снабжаются то1ю.10rиеfi 
l!ОТОЧСЧIЮЙ сходимости . в §1 прИВО;'l.ЯТС}{ необходимые ощ.>еделенин и ;юка­
зывастся теорема, характери1ующая функции перво1'0 к.пасса Бэµа, ~-~а,~а11-
11ые на отрr.зках opдИll(l.JJOB . Иэ этой теоремы выводится , что любан фу11к-
11ия класс11 Л по класснфика~\иИ Бэра принадлежит нсрвому классу Б::~ра и 
что произвольная фуню1ия, заданна.>1 на счетном отрезке ор,~иналоn [1,а], 
является функцией первого класса Бэра. В §2 доказывается лемма 2.2, ко­
торан оказывается ключевоf! в доказательствах утверждений из это1'0 пара-
1'рафа и привод}{ТСя достаточные условия на ординалы а и /], нри которых 
пространства Bp[l,(x! и В1,[1,Р[ лию~йно гомсоморфны . Лемма 2.2 1юзволяет 
прсд<.-тавлять пространства вида Bp[l, (1] для «больших » ординалов а в ви­
де L:;-прои~-~ведений пространств вида Bp[l, 'У] с «маленькими» ордина.пами 
'У· В §3 приведены необходимые условия на ордина.пы (1 и /3, при которых 
пространства Bp[l ,a] и Вр[l,.В] линейно гомеоморфны. 
Привсде~1 основные определения. Пуеп, а ·- вредf'JIЫIЫЙ орлинал . Мно­
жество А С [1,а) называется конфинальным в [1,а), <.>ели для каждого 
( Е 11 , а) существует такой Т/ Е А. что Т/ ~ (. Известно [7 , с. 282] , 'ITO 
наименьший порядковый тип множеств А, конфинальн ых в [1, а), яnл}{ется 
нач(l.J!ьным ординалом ; будем обозначать е1 ·0 cf(a). 
Определение 1.1- Пуст~, Х и У - мстризусмые пространстна . Отоб-­
ражение f: Х ---+ У называется отображением первого класса Бэра, если су­
ществует последовательность {fn Е С(Х, У) : п Е N} непрерывных отоб­
ражений, поточсчно сходящаяся к f . Множество всех отображе11ий из Х n 
У первого класса Б::~ра обозначим В1 (Х, У) . Далее по индукции для произ­
вольного ординала >. < "11 опреj\ru1яются отображеии.я класса >. сшщующим 
образом : f Е В).(Х, У) тогда и только тогда, когда сущосгнует последова­
тельность Uп Е ВлJХ , У) : >-п < ,\, n Е N}, поточечно сходящаяся к f. 
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Можно распространить это определение на тот случая , когдаХ ·- r1µоиз-
11ольный отрезок ординалов [1 . а] . В этой ситуации имеет место rJ1едующая 
теорема. 
Теорема 1.2. Отображе1ще х : [1 , i:i] -> У явлхетпс.я отпбражением 
первого класса Бэра тогда и только тогда, ко~да оно ttenpepuвнo во всех 
таких точках .В Е [1 , а], чmо сf(.В) > w. 
Следствие 1.3. Ecлtt а < "-'i , то любое отображение х : [1 , а] -+ У 
есть отображение nepвoio класса Бэра . 
Из теоремы 1.2 следует, что для любого счетного ординала >.. отображе­
ния класса >.. по классификации Бэра совпадают с отображениями первого 
класса Бэра; поэтому вместо термина «отображение первого класса Бэра'> в 
дальнейшем употребляется термин «бэровское отображение• . 
Приведем несколько дальнейших определений . Начальный (наименьший) 
ординал мощности N.,. будем обозначать (JJ.,. (но вместо (JJo будем писать по тра­
диции просто w) . Если {Х. : s Е S} - семейство топологических векторных 
пространств , то П{Х. : s Е S} - их тихоновское произведение, а симво­
лом °Е{Х.: s Е S} обозначается их 'Е-произведение (с центром в нуле) , т.е . 
множество 
{х Е П{Х.: s Е S}: l{s Е S : X s 1 О}\~ No}. 
Если х. ""' Х для всех s Е S , то вместо 'E{Xs : s Е S} будем писать 
L:{X: m} , где m = ISI. 
Ее.пи топологические векторные пространстваЕ и F линейно гомсоморф­
ны, то будем писать Е,.., F. 
Следующая лемма является ключевой во всех рассуждениях в §2. 
Лемма 2.2. Пусть а и {3 - - nроизвольнwе ординалw. Тогда 
Из этой леммы следует, в '!астности, что в том случае, когда l.ВI < lal 
или а = {3 , первый множитель будет •поглощаться• L:-произведением, т.е . 
Bp[l,a ·.В]"' 'E{Bp[l,a] : \.В\} . 
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Достаточные условин линсй11ой rомсоморфности прострi:1.нств Bp[l, а] и 
Br[l , 11] приводнтся в сЛСi!,,УЮЩСй теореме. 
Теорема 2.8. ("i) Для любых а,/1 Е [(.) ,w1) npocmpancmua Bp[l,rrj и 
Bv[l, ,dj лш~tйпо гомсоморifти; 
(ii) Для 11106их а,/3 Е [w1, w2) простраистиа Bp[l,aj и Bp[J ,{1) л1шеuпо 
гом1~оморфн·ы; 
(iii) Если а, f3 Е [wт · п,wт · (п + 1)), гдt п Е N и Wт ~ c..J2 - иачалыt·ыi! 
ордш~ал, то прострапстаа Bp[l , cr] и Bp[l, ,8] лин1~uно го.лtеоморфю~.; 
('iv) Ее.ли а,(3 Е [шт· "-'а,Wт · w"н), гдt ш.,., w" - на·ч.алъи'Ы.е орd·инали, 
npuчe.w W7 ~ "-'2 и ш::;; w" ::;; Wт. то nрострапстпва B1,[l, а] и Bv[l, fЗ] линейно 
гомеоморфни. 
Отмстим, что сели 11ункт (i) в этой теореме прям~> следует из слслстnия 
1.3, то пункт (ii) выглядит несколько неожиданным . 
Теорему 2.8 можно сформулировать иш1че. Для этого рассмотрим класс 
ординалов 
д "" {w , ш1}U{m · n 1 m, n -- кардиналы,m ~ Nz и 1::;; n::;; m}. 
Этот класс µазбивает класс всех бесконечных оµдина.;101:1 на не11срссекающи­
ес.я полуинтсрвалы /,1 = [о,о+), где б, о+ Е д и о+ = min{-y Ед : "'! > б} . 
В этих обозначениях теорема 2.8 прим<-"Г такой вид: если ордипа11Ь1. (\' и f3 
попадтотп в одш~ и тот :нее nол:qш~тервал 16, то npocmpaucrnвa Пrf J, а] и 
Bp[l , 11] лшtей. 110 гомеоморфны 
Основой доказатсJ1ьства одной 1·ру1шы достаточных условий линейной го­
мсоморфности пространств Br[l,aj n §3 являются следующие две леммы, 
являющиеся модификациями лемм из [2]. 
Лемма 3.2. (i) Пустъ Wт ·-- па•~алы~'Ьl.й ординал регулярной мощ1юсти 
и п,т < w. Если Т: (Bp[l,wт])"-+ (Bp[l,wт])m лииейный гомео.иорфизм, 
то множество 
L ={а< w7 : х;!11.а) = O,i = 1, .. . , п ~ (T:r)j\[1.o) = O,j = I, ... ,rn 
для каждого х = (х 1 , .. . ,xn) Е (Bp[i ,w,~ )n} 
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замкнуто и кон.фtшалъпо в /1, Wr). 
(ii) Пустъ Wт - началънъ~й ординал регулярnой мощноспш, Wa и Wp 
начальнЪLе ординалtх, такие, что w :::; Ua < Wт, w :::; Wµ < Wт· Ecлtt 
Т: L: { Вр[ 1, Wт] : Na} --> L: { Вр[1, Wт] : N"} - дuнейнtхй гомеоморфизм, то 
множество 
L '-= {а < w, : X7l/1.a) =о, 'У < Wa ~ (Тх)бl/1.а) =--О, б < Wp 
для каждого х =- {x.J Е 2:{Bp[l,wт]: Nu}} 
.замкнуто и копфинально в [1, Wт). 
Лемма 3.3. (i) Пусть Wт ··-начальный ординал регул.яриой мощности, 
n, т < w. Если Т: (Bp[l,wт])n -> (Вр[l,wт])ш - линейнtхй гомеоморфизм, 
то мно::"сество 
замкнуто и конфинально в [1,wт)· 
(ii) Пусть Wт -- начальнЪLй ордина.л. регулярной мощности, Wu и Wp 
иачальние ордина.л.ъ~, такие, что w :::; Wu < Wт, w :::; Wp < Wт· Если 
Т: L:{Bp[l,wт]: N11 }-> 2:{Вр[1,wт]: Np} - линейнъ~й гомеоморфизм, то 
мпожество 
замкнуто и кон.фипально в [ 1, Wт). 
С помощью двух вышеприведенных лемм не удается дать ответ на во­
прос о линейной rомеоморфности пространств Вр[1,wт · w11 ] и Bp[l,wт · wт] 
для регулярного изолированнш·о ординала Wr и а = т - 1. Приведем схе­
му доказательства неэквивалентности этих пространств. Ниже У - это либо 
вещественная прямая, ;1ибо дискретное двоеточие. 
Лемма 3.5. Если Т: Bp(l,wт · Wa] -> Bp[l,wт · Wт] - nроизвольпь~й ли­
нейнwй гомеоморфизм, то его можно продолжить до липейного гомеомор­
физма Т: y/1,..,,/x[Iµ./-> y[1,..,,Jx[l,..,,J. 
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Введем следующее обозначение. Пусть Х - топологическое пространство , 
А - подмножество в Х и m -- кардинал. Символом (A]m будем обозначать 
множество всех точек х Е Х , для которых каждое множество типа Gm (т. е. 
являющее пересечением не более чем m открытых множеств) , содержащее 
точку х , имеет неnустое пересечение с А. 
Пусть Т -- линейный гомеоморфизм из nредьщущей леммы . 
Лемма 3.6. Отображение Т переводит (2:: { Bp[l, Wт] : N"}] Na в mо'Чно­
сти на (l:{Bp[l,wт]: Nт }]Na. 
Лемма 3.7. (i) Произвольная функциях Е y[i ,.,,, Jx[i ,.,,. J nринадлежшп 
множеству [I: { Bp[l , wт] : N"}] Na тогда и то.л:ько тогда , когда х неnрерЪtв­
на в любой точке r Е [1,wт] х [l ,w"J, дЛJt. которой сf(г) Е [w1,w"J. 
(ii) Функциях Е y[i,.,,,]x[l ,"'т] принадлежит (I:{Bp[l,wт ] : Nт }]N. тогда 
и только тогда , когда х ttenpepывna в любой точке r Е [1 , wт] х (1,wт] , дЛJ1. 
которой сf(г) Е [w1,w"] . 
Лемма 3.8. (i) Если х Е (I:{Bp[l,wт]: N11 }]N. ' то множество то•~ек 
r со свойством cf(1') = Wт , в которь~х х отличttа от 11уля, 11е более чем 
счетно. 
(ii) Если х Е [I:{Bp[l,wт] : Nт}]Na' то множество точек r со свой­
ством cf(1') = W7 , в которых х отлтjчна от нуля , не более ЧР..М счетно. 
Отдельного рассмотрения потребовал тот случай , когдаu.:т является син­
гулярным ординалом. 
Теорема 3.12. Пусть LVт - - сингулярный ординал. Тогда для любого а 
из [w7 , W7 +1) пространства Bp[l , о] и Вр[1, wт] линей110 гомеоморфны. 
Сами необходимые и достаточные условия приводятся в теореме 3.13. 
Теорема 3.13. Пусть [1, а:] и [1, /З] - бесконечные отрезки ординалов . 
Тогда следующие условия эквивалентт>t: 
(i) Пространства Bp[l , а:] и Bp[l, ,В] линейно гомеоморфны; 
( ii) Въшолнено одно из следующи.т: взаимоисключающих условий: 
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• а , .В Е fw.,. ,w, +1), где w.,. - сингу.ляриыu ордин.а.л ; 
• а , f3 Е [w.,. · Л , w.,. · Л +) , где w.,. ~ w2 - н.ес"Чеrп11-ыu регуляр11ы1'1 ордш~а.л, Л < 
и:.,. 1tа'Ча.лы~ый ( возмо:J1сно , коне"Чuый} орд·ин.а.л и Л -t · иаимснъшиi.t из 
1tа"Ча.лъ~tъtх ординалов, бо.лъших ,\; 
нес'Чеrпныu регу.лярпый ордш~ал . 
В с1:1язи с этой теоремой отметим, что существует больuщя разница между 
регулярностью и сингулярное1ъю ордина.па w.,. применитслыю к линейной 
гомеоморфной классификации пространств бэровских фуню~ий. 
Во второй главе приводится полная классификация пространств вида 
Cp([l, а:], Zn) и сопряженных к ним пространств Lp([l, а], Z") относитель­
но линейных гомеоморфизмов. Так же дается полная классификация груш~ 
plnl[l, а] и A[nl[ 1, aj относительно топологических изоморфизмов. 
В §4 вводятся понятия свободной п-псриоди'iеской топологической груп­
ны plnl(X) и свободной абелевой п-периодической топологи'iеских группы 
лlпl(Х) тихоновского пространства Х и доказывается их существование. При 
этом используется схема доказательства из [1]. В §5 излагается метод разло­
жения грунп р!п![1, а]. Этот метод позволяет сводить изучение групп Pi11l[1, а] 
для «больших» ординалов а к изучению групп p!nl[l, 'У] для «маленьких» ор­
диналов -у . В §6 приводятся необходимые и доt."Гаточныс условия на ординалы 
а и {3 , при которых пространства Cp([l,a] ,Zn} и Cp([l,13],Zn) а также со­
пряженные к ним пространства Lp([l, а], Zn) и Lp([l, {3], Zn) будут линейно 
rомеоморфны. Эти же условия на а и /3 оказываются необходимыми и доста­
точными для существования топологического изоморфизма между грунпами 
plnl[l , а] и p [nJ[1, {3] и между группами Ai"l[l , а] и Alnl[l , /1] . В §7 приводится 
явное онисанис топологии свободной 2-периодической тоnологи'lеской груп­
пы Fi21(X) тихоновского пространt.'Тва Х в терминах непрерывных псевдо­
мстрик на пространстве Х и явное описание топологии этой же группы для 
мстризуемого компакта Х. Идея тако1'0 описания взята из [lОJ и [111. 
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Определение 4.1. Пусть п ~ 2 - некоторое натуральное число . Группу 
G с единицей е будем называть n-nериод1L'Ческой, если g" =- е для каждого 
g Е G. 
Пуl'Ть п ~ 2 -- -некоторое фиксированное натуральное число и Х произ­
иолы1ое множество. Форма.пьное выражение вида х 1 з;2 . . . Xk, где все xi Е Х , 
будем называть словом. Слова будем обозна•1ть символами с нолужирным 
начертанием - например , а . Пустое выражение тоже будем называть словом 
и обозначать е. 
Два слова будем называть эквивалентными, (,'СJ!И одно из них можно по­
лучить из другого путем вычеркивания и вставки слов вида (х1х2 ... Xj)". 
Ясно, что таким образом мы действитеJiьно вводим отношение эквивалент­
ности на множестве всех слов. Класс эквивалентности , содержащий слоnоа, 
будем обозначать, как обычно, символом [а]. 
Заметим, что любое слово эквивалентно слову вида х~1 х~2 • •• х~•, где х; Е 
Х, Е; Е { 1, ... , n - 1} при i = 1, .. . , k и х; f X;+J при i =-= 1, . . . , k - 1. 
На множестве классов эквивалентнос'Тей слов заведем операцию умноже­
ния следующим образом: [а][Ь] = [аЬ], где аЬ - слово, в котором сначала 
идут все элементы слова а в их исходном порядке, а затем все элементы 
слова Ь (также в их исходном порядке). 
Множество классов эквивалентностей слов (включая класс, содержащий 
пустое слово е) с только что введенной операцией умножения образует груп­
пу, которую мы обозначим _rlnl(X) и будем называть свободной n-периоди'Ч.ес­
х;ой груnnой, порожденной м11ожеством Х. Единицей в этой группе явJ1яет­
ся класс , содержащий пустое слово, а обратный элемент к классу[х~'х~· ... х~•] 
(где всц; Е { 1, ... , n - 1}) - это класс [х~-€• х;=~· 1 • •. х~-€'] . Очевидно, что 
pnl(X) является n-периодичсской 1·руппой. 
Определение 4.2. Группа plnl(X), построенная выше, назы1:1астся сво­
бодной n-nериодu'Ческой группой, nорожден:н.ой множеством Х. 
Теорема 4.3. Для. любого тихоновского пространства Х существует 
n-nерtwди'Ч.еска.я тоnологu'Ч.еска.я гpynna plnl(X), обладающая. следующими 
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свайr:тпвами: 
(I\Pl) Х ;юмеоморф110 за.ют;1.1тпому nодпростраиству а p[nl(X) ; 
(NPl) Алгебраичес~щ pln: (Х) является свобоdноil, п - nер11оди•~еской гр:1.1nпой , 
uopo:ж. :deimou м110:1tcccm.(JoM Х; 
(NPl) Если С - п-периоuи:ческая тополотческая группа ·и J : Х --> С -
'IU:npepъшuoe отобра:жение., то f можио nродолжит:ь до непреръщ­
имо гомоморфизма J: p[ni(X)-+ С . 
Определение 4.6. Груш1у pln!(X) , существование которой доказано в 
тоорсмс 4.З , будем на:3ывать r:(JобоJной n-nepuoдu•i ecкoil rпопологи•1сской груп­
пой пространства Х (в смысле Маркова) . 
Определим теперь свободные ОО<'левы n-псриодические группы т11хонов­
ских пространстn. Пусть п ;;;:: 2 -- фиксированное натуралыюе число и Х 
- 11роизвол~,ное множество. Свободноi.i абе.левой п-периодической ?руппой, 
nорождсш~ой мпожеством Х, будем называть прямую сумму ссмеАства 
групп {Z~ : х Е Х}, где группа Z~ изоморфна Z,. (адцитивноА груrшс клас­
сов вычетов 110 модулюn) для каждогох Е Х . Обозначим эту 1 ·руп11у Aln1(X) . 
Очевидно, что A[ni(X) является n-псриодическоА грушюА. Элементы ~·руппы 
Alnl(X) можно представлять себе так: это формальные конечные линейные 
комбинации а1х1 + а2х2 4 , , . + QkXk элементов множества Х с коэффициен­
там11 ai Е Z," причем две такие линеАныс комбинации равны ТОГ/1.а и только 
то1·да , ко1·да они отличаются , само(~ большее, порядком слаг~мых . Сложение 
JIИВСАных комбинаций проводится формально , 11утсм сложения ко:1ффициен-
тов при одинаковых х, и приведения их по модулю п . 
Теорема 4.7. Для любого тихоновского пространства Х существует 
абелева n-псриодическая тоnологи'Ческая группа лlnl(X) , обладающая следу­
ющ1~ми свойствами: 
(ANPl) Х гомеоморф1t0 замкнутому nодпросrпранстпву в лlnl(X) ; 
( AN Pl) алгебраически А lnJ ( Х) является свободной абе.лсвой п-nериодической 
группой, порожденной множеством Х; 
14 
(ANPl) любое непрерьюное отображение! : Х-> G в произвольную абелеву 
п -периодuческую rпопологическую группу G можно npoдo11:J1cumь до 
неnрерwвного гомоморфv.:1ма ]: Alnl(X)-> G . 
Определение 4.8. Группу Лl"J(X) , существование которой доказано в 
теореме 4. 7, будем назwвать свободной абелевой n-nepuoдuчecкot'i. тополо­
гv.-ч.еской группой nространства Х (в смЬ1сле Маркова) . 
Чтобы сформулировать главный результат главы ll, нам потребуется вве­
сти еще 2 понятия . 
Символом Lp(X, Zn) обозначается множество всех непрерывных линей­
ных отображений ф : Ср(Х, Zn) -> Z,.. , снабженное слабейшей тоnол01'исй, 
относительно которой каждое отображение ф >-+ ф(J) непрерывно для любой 
функции f Е Ср(Х, Z,.). 
Символом Лs обозначается класс всех ординалов видаЛ · а, где>. - беско­
нечный регулярный кардинал и а - (возможно конечны!!) кардищ1.J1, такой, 
что 1 ~а~>.. 
Главным результатом главы 11 является следующая теорема. 
Теорема 6.1. Для любых двух бесконечных отрезков ординалов [1, а-] и 
[1, !З], где а~ /3 , следующие условия эквивалентны: 
(1) группы Ff111[1, а-] и p[nl[l, /3] топологически изоморфны; 
(2) группы A[nlp,a-] и A[nl[l,/3] топологически изоморфны; 
(3) пространства Cp([l, а], Z,..) и Cp([l , /3], Z..) линейно гомсоморфны; 
(4) пространства Lp([l,o],Zn) и Lp(ll,/3],Z,.) линейно гомеоморфны ; 
(5) не существует ординала б Е Лs такого, что а< б ~ /3 . 
Автор выражает признательность своему научному руководителю про­
фессору Гулько Сергею Порфирьевичу за постановку задач, внимание к ра­
боте и помощь в оформлении диссертации . 
Автор благодарит Хмылёву Татьяну Евгеньевну за помощь в работе над 
диссертацией, ценные соВС'rы и помержку. 
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